
1.1 ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

 

1. Πότε μία εξίσωση λέγεται γραμμική; 

Η εξίσωση αx + βy = γ, με α ≠ 0  ή  β ≠ 0 , που λέγεται γραμμική εξίσωση, παριστάνει ευθεία γραμμή. 

2. Ποιες περιπτώσεις ευθειών ανακύπτουν από τον ορισμό της γραμμικής εξίσωσης; 

Αν , β ≠ 0 , τότε η εξίσωση γράφεται : 

𝛼𝑥 +  𝛽𝑦 =  𝛾 ⇔  𝛽𝑦 =  −𝛼𝑥 +  𝛾 

⇔ 𝑦 = −
𝛼

𝛽
𝑥 +  

𝛾

𝛽
 , 

Επομένως η εξίσωση αυτή παριστάνει ευθεία που έχει συντελεστή διεύθυνσης 𝜆 = −
𝛼

𝛽
 και τέμνει τον 

άξονα y'y στο σημείο 
𝛾

𝛽
   . 

 

 
 

Ειδικότερα : 

✔ Αν α ≠ 0 , τότε η ευθεία τέμνει και τους δύο άξονες (Σχ. α΄), ενώ 

✔ Αν α = 0 , τότε η εξίσωση παίρνει τη μορφή y = 
𝛾

𝛽
 και επομένως παριστάνει 

ευθεία που  
𝛾

𝛽
 (Σχ. β΄). είναι παράλληλη στον άξονα x'x και τέμνει τον άξονα y'y στο σημείο 

 

• Αν β = 0 (οπότε α ≠ 0), τότε η εξίσωση γράφεται 

𝛼𝑥 = 𝛾 ⇔ 𝑥 =  
𝛾

𝛼
 

Επομένως η εξίσωση αυτή παριστάνει ευθεία που είναι παράλληλη είναι παράλληλη στον 

άξονα y'y και τέμνει τον άξονα x'x στο σημείο 
𝛾

𝛼
 . 

  

 

3. Τι ονομάζουμε λύση της γραμμικής εξίσωσης; 

Κάθε ζεύγος αριθμών που επαληθεύει μία γραμμική εξίσωση λέγεται λύση της γραμμικής 

εξίσωσης. 

4. Τι ονομάζουμε γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους; 

Όταν έχουμε δύο γραμμικές εξισώσεις αx+βy=γ και α΄x+β΄y=γ΄ και ζητάμε τις κοινές λύσεις αυτών, 

τότε λέμε ότι έχουμε να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους ή, πιο 

σύντομα, ένα γραμμικό σύστημα 2 x 2 και γράφουμε 

 

{
αx + βy = γ 

α΄x + β΄y = γ΄
 



 

5. Τι ονομάζουμε λύση του συστήματος; 

Κάθε ζεύγος αριθμών που επαληθεύει και τις δύο εξισώσεις του συστήματος λέγεται λύση του 

συστήματος. 

6. Πότε δύο γραμμικά συστήματα είναι ισοδύναμα; 

Η επίλυση ενός γραμμικού συστήματος γίνεται με κατάλληλη μετατροπή του σε άλλο γραμμικό 

σύστημα το οποίο έχει ακριβώς τις ίδιες λύσεις με το αρχικό. Τα δύο αυτά συστήματα 

λέγονται ισοδύναμα συστήματα. 

7. Ποιες είναι οι δυνατές περιπτώσεις που μπορούν να προκύψουν από την επίλυση ενός γραμμικού 

συστήματος και τι εκφράζουν γεωμετρικά; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.1 ΜΟΝΟΤΟΝΙΑ - ΑΚΡΟΤΑΤΑ - ΣΥΜΜΕΤΡΙΕΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 

1. Πότε μία συνάρτηση λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ; 

Μια συνάρτηση ƒ λέγεται γνησίως αύξουσα σε ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της, όταν 

για οποιαδήποτε x1, x2 ∈Δ με x1 < x2 ισχύει : 

  
  

ƒ(x1) < ƒ(x2) , 

Για να δηλώσουμε ότι η συνάρτηση ƒ είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα Δ γράφουμε . 

 

• Η συνάρτηση ƒ(x) = αx + β, με α > 0 είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ. 

2. Πότε μία συνάρτηση λέγεται γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστημα Δ; 

{
αx + βy = γ 

α΄x + β΄y = γ΄
 

 

𝛼

𝛼’
≠

𝛽

𝛽’
 

Το σύστημα έχει 

μοναδική λύση 

Οι ευθείες τέμνονται 

𝛼

𝛼’
=

𝛽

𝛽’
 

Το σύστημα  δεν έχει 

καμία λύση (αδύνατο) 

Οι ευθείες είναι 

παράλληλες 

𝛼

𝛼’
=

𝛽

𝛽’
=

𝛾

𝛾’
 

Το σύστημα   έχει 

άπειρες λύσεις 

(αόριστο) 

Οι ευθείες συμπίπτουν 



Μια συνάρτηση ƒ λέγεται γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της , όταν 

για οποιαδήποτε x1, x2∈Δ με x1< x2 ισχύει: 

  
  

ƒ(x1) > ƒ(x2) , 

Για να δηλώσουμε ότι η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα Δ γράφουμε  

• Η συνάρτηση ƒ(x) = αx + β, με α<0 είναι γνησίως φθίνουσα στο ℝ. 

 

3. Πότε μία συνάρτηση λέγεται γνησίως μονότονη σε ένα διάστημα Δ; 

Μια συνάρτηση που είναι είτε γνησίως αύξουσα είτε γνησίως φθίνουσα σε ένα διάστημα Δ 

λέγεται γνησίως μονότονη στο Δ. 

 

4. Πότε λέμε ότι μία συνάρτηση παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο πεδίο ορισμού της Α; 

Μια συνάρτηση ƒ, με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α, λέμε ότι παρουσιάζει στο x0∈Α 

(ολικό) ελάχιστο όταν: 

  

  

ƒ(x) ≥ ƒ(x0), για κάθε x∈Α 

  

Το x0 ∈Α λέγεται θέση ελαχίστου, ενώ το ƒ(x0) ολικό ελάχιστο ή απλώς ελάχιστο της συνάρτησης ƒ 

και το συμβολίζουμε με min ƒ(x). 

 

5. Πότε λέμε ότι μία συνάρτηση παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο πεδίο ορισμού της Α; 

Μια συνάρτηση ƒ, με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α, λέμε ότι παρουσιάζει στο x0∈Α 

(ολικό) μέγιστο όταν 

  
  

ƒ(x) ≤ ƒ(x0) , για κάθε x∈Α 

Το x0∈Α λέγεται θέση μεγίστου, ενώ το ƒ(x0) ολικό μέγιστο ή απλώς μέγιστο της ƒ και το 

συμβολίζουμε με max ƒ(x) . 

6. Τι ονομάζουμε ολικά ακρότατα μια συνάρτησης; 

Το (ολικό) μέγιστο και το (ολικό) ελάχιστο μιας συνάρτησης λέγονται ολικά ακρότατα αυτής. 

• Μια συνάρτηση ενδέχεται να έχει και μέγιστο και ελάχιστο (Σχ. α) ή μόνο ελάχιστο (Σχ. β') ή μόνο 

μέγιστο (Σχ. γ') ή να μην έχει ούτε μέγιστο ούτε ελάχιστο (Σχ. δ'). 

 

 
 

 

 



 
 

 

  

7. Πότε μία συνάρτηση λέγεται άρτια στο πεδίο ορισμού της; 

Μια συνάρτηση ƒ, με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α, θα λέγεται άρτια, όταν για κάθε x∈Α ισχύει: 

  
  

-x∈Α και ƒ(-x) = ƒ(x) 

• Η γραφική παράσταση μιας άρτιας συνάρτησης έχει άξονα συμμετρίας τον άξονα y 'y 

 

 

8. Πότε μία συνάρτηση λέγεται περιττή στο πεδίο ορισμού της; 

Μια συνάρτηση ƒ, με πεδίο ορισμού ένα σύνολο Α, θα λέγεται περιττή, όταν για κάθε x∈Α 

ισχύει: 

  
  

-x∈Α και ƒ(-x) = - ƒ(x) 

• Η γραφική παράσταση μιας περιττής συνάρτησης έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή των αξόνων. 

• Αν το πεδίο ορισμού μια συνάρτησης δεν είναι συμμετρικό δεν μπορεί να είναι ούτε άρτια ούτε 

περιττή σε αυτό. 

 

 

 

 

 

  

 

 

                     Άρτια                                                                           Περιττή 

 

 



2.2 ΚΑΤΑΚΟΡΥΦΗ - ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ ΜΕΤΑΤΟΠΙΣΗ ΚΑΜΠΥΛΗΣ 

1. Τι ονομάζουμε κατακόρυφη μετατόπιση της γραφικής παράστασης μια συνάρτησης κατά c μονάδες προς τα πάνω; 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης ƒ , με: 

  ƒ(x) = φ(x) + c, όπου c > 0 , 

  

προκύπτει από μια κατακόρυφη μετατόπιση της γραφικής παράστασης της φ κατά c 

μονάδες προς τα πάνω (Σχήμα α') 

 

  

  

2. Τι ονομάζουμε κατακόρυφη μετατόπιση της γραφικής παράστασης μια συνάρτησης κατά c μονάδες προς τα κάτω; 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης ƒ , με: 

  ƒ(x) = φ(x) - c, όπου c > 0 , 

  

προκύπτει από μια κατακόρυφη μετατόπιση της γραφικής παράστασης της φ κατά c 

μονάδες προς τα κάτω (Σχήμα β') 

 

   

3. Τι ονομάζουμε οριζόντια μετατόπιση της γραφικής παράστασης μια συνάρτησης κατά c μονάδες προς τα δεξιά; 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης ƒ , με: 

  ƒ(x) = φ(x - c), όπου c>0, 

  

προκύπτει από μια οριζόντια μετατόπιση της γραφικής παράστασης της φ κατά c μονάδες προς 

τα δεξιά (Σχήμα γ'). 

 



 

 

 

4. Τι ονομάζουμε οριζόντια μετατόπιση της γραφικής παράστασης μια συνάρτησης κατά c μονάδες προς τα 

αριστερά; 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης ƒ , με: 

  ƒ(x) = φ(x + c), όπου c>0, 

  

προκύπτει από μια οριζόντια μετατόπιση της γραφικής παράστασης της φ κατά c μονάδες προς 

τα αριστερά (Σχήμα δ'). 

 

 

 

3.1 ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙθΜΟΙ ΓΩΝΙΑΣ 

1. Πως ορίζονται οι τριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας ω σε ένα ορθογώνιο 

τρίγωνο ΑΒΓ; 

𝜂𝜇𝜔 =
𝛼𝜋έ𝜈𝛼𝜈𝜏𝜄 𝜅ά𝜃𝜀𝜏𝜂

𝜐𝜋𝜊𝜏𝜀ί𝜈𝜊𝜐𝜎𝛼
 

𝜎𝜐𝜈𝜔 =
𝜋𝜌𝜊𝜎𝜅𝜀ί𝜇𝜀𝜈𝜂 𝜅ά𝜃𝜀𝜏𝜂

𝜐𝜋𝜊𝜏𝜀ί𝜈𝜊𝜐𝜎𝛼
 



𝜀𝜑𝜔 =
𝛼𝜋έ𝜈𝛼𝜈𝜏𝜄 𝜅ά𝜃𝜀𝜏𝜂

𝜋𝜌𝜊𝜎𝜅𝜀ί𝜇𝜀𝜈𝜂 𝜅ά𝜃𝜀𝜏𝜂
 

𝜎𝜑𝜔 =
𝜋𝜌𝜊𝜎𝜅𝜀ί𝜇𝜀𝜈𝜂 𝜅ά𝜃𝜀𝜏𝜂

𝛼𝜋έ𝜈𝛼𝜈𝜏𝜄 𝜅ά𝜃𝜀𝜏𝜂
 

2. Πως ορίζονται οι τριγωνομετρικοί αριθμοί τυχαίας γωνίας ω σε ένα ορθοκανονικό σύστημα; 

𝜂𝜇𝜔 =
𝑦

𝜌
 

𝜎𝜐𝜈𝜔 =
𝑥

𝜌
 

𝜀𝜑𝜔 =
𝑦

𝑥
(𝜀𝜑ό𝜎𝜊𝜈𝑥 ≠ 0) 

𝜎𝜑𝜔 =
𝑥

𝑦
(𝜀𝜑ό𝜎𝜊𝜈𝑦 ≠ 0) 

𝜌 = √𝑥2 + 𝑦2 > 0 

 

3. Τι γνωρίζεται για τις γωνίες της μορφής 𝑘 ⋅ 360𝑜 + 𝜔 με 𝑘 ∈ 𝑍 

Οι  γωνίες, που είναι της μορφής 𝑘 ∙ 360𝑜 + 𝜔 , k ∈ Ζ , επειδή έχουν την ίδια τελική πλευρά θα έχουν και 

τους ίδιους τριγωνομετρικούς αριθμούς. Επομένως, για κάθε k ∈ Ζ θα ισχύει : 

𝜂µ(𝑘 ∙ 360𝑜 + 𝜔) = 𝜂µ𝜔   𝜀𝜑(𝑘 ∙ 360𝑜 + 𝜔) = 𝜀𝜑𝜔 

𝜎𝜐𝜈(𝑘 ∙ 360𝑜 + 𝜔) = 𝜎𝜐𝜈𝜔                𝜎𝜑(𝑘 ∙ 360𝑜 + 𝜔) = 𝜎𝜑𝜔 

4. Τι ονομάζουμε τριγωνομετρικό κύκλο; 

Ο κύκλος με κέντρο το Ο(0,0) και ακτίνα ρ=1, ονομάζεται τριγωνομετρικός κύκλος. 

Γενικότερα, αν η τελική πλευρά μιας γωνίας 

ω τέμνει τον τριγωνομετρικό κύκλο στο 

σημείο Μ(x, y), τότε ισχύει: 

 

𝝈𝝊𝝂𝝎 =
𝒙

𝝆
=

𝒙

𝟏
= 𝒙 = τετμημένη του σημείου 

Μ 

𝜼𝝁𝝎 =
𝒚

𝝆
=

𝒚

𝟏
= 𝒚 = τεταγμένη του σημείου 

Μ 

Ο άξονας x'x λέγεται και άξονας των 

συνημίτονων, ενώ ο άξονας y'y λέγεται 

και άξονας των ημίτονων. 

 



5. Ποια συμπεράσματα βγαίνουν από τον τριγωνομετρικό κύκλο; 

➢ Οι τιμές του συνω και του ημω μιας γωνίας ω δεν μπορούν να υπερβούν κατ' απόλυτη τιμή την 

ακτίνα του τριγωνομετρικού κύκλου, που είναι ίση με 1. Δηλαδή ισχύει : 

 

‒ 1 ≤ 𝜂𝜇𝜔 ≤ 1  𝜅𝛼𝜄  ‒ 1 ≤ 𝜎𝜐𝜈𝜔 ≤ 1 

➢ Τα πρόσημα των τριγωνομετρικών αριθμών μιας γωνίας ω, ανάλογα με το τεταρτημόριο στο οποίο 

βρίσκεται η τελική πλευρά της γωνίας αυτής, είναι όπως δείχνει η παρακάτω εικόνα. 

 

 

6. Τι γνωρίζετε για τον άξονα των  εφαπτομένων; 

Θεωρούμε τον τριγωνομετρικό κύκλο και μια γωνία ω που η τελική 

της πλευρά τον τέμνει στο σημείο M(x, y). Φέρνουμε την 

εφαπτομένη ε του τριγωνομετρικού κύκλου στο σημείο Α. Αν η 

τελική πλευρά της γωνίας βρίσκεται στο 1ο  τεταρτημόριο και η 

ευθεία ΟΜ τέμνει την ε στο Ε, τότε από το ορθογώνιο τρίγωνο 

ΑΟΕ θα έχουμε: 𝜀𝜑𝜔 =
(𝐴𝐸)

(𝑂𝐴)
=

(𝐴𝐸)

1
= (𝐴𝐸) 

Αν με 𝑦𝐸 παραστήσουμε την τεταγμένη του Ε, τότε θα ισχύει 
(𝐴𝐸) = 𝑦𝐸 , οπότε θα είναι 

ε𝜑𝜔 = 𝑦𝐸 = 𝝉εταγμένη του σημείου Ε 

Για το λόγο αυτό η ευθεία ε, που έχει εξίσωση x =1 , λέγεται 

άξονας των εφαπτομένων. 

 

 

 



7. Τι γνωρίζετε για τον άξονα των  συνεφαπτομένων; 

Θεωρούμε τον τριγωνομετρικό κύκλο και μια γωνία ω 

που η τελική της πλευρά τον τέμνει στο σημείο M(x, y). 

Φέρνουμε την εφαπτομένη ε του τριγωνομετρικού 

κύκλου στο σημείο Β. Αν η τελική πλευρά της γωνίας 

βρίσκεται στο 1ο  τεταρτημόριο και η ευθεία ΟΜ τέμνει 

την ε στο Ε, τότε από το ορθογώνιο τρίγωνο ΒΟΕ θα 

έχουμε: σ𝜑𝜔 =
(Β𝐸)

(𝑂Β)
=

(Β𝐸)

1
= (Β𝐸) 

Αν με 𝑦𝐸 παραστήσουμε την τεταγμένη του Ε, τότε θα 

ισχύει (𝐴𝐸) = 𝑦𝐸 , οπότε θα είναι 

σ𝜑𝜔 = 𝑥𝐸 = 𝝉ετμημένη του σημείου Ε 

Για το λόγο αυτό η ευθεία ε, που έχει εξίσωση y =1 , 

λέγεται άξονας των συνεφαπτομένων. 

 

 

8. Τι είναι το ακτίνιο; 

Ακτίνιο (ή 1 rad ) είναι η γωνία η οποία, όταν γίνει επίκεντρη σε έναν κύκλο, 

βαίνει σε τόξο ενός ακτινίου (ή 1 rad)  

Η σχέση που συνδέει τα ακτίνια με τις μοίρες είναι η 
𝑎

𝜋
=

𝜇𝜊

360𝜊 

    

9.  Να αναφέρετε του τριγωνομετρικούς αριθμούς γνωστών γωνιών. 

 30ο 45ο 60ο  0ο 90ο 180ο 270ο 

ημ 
2

1
 

2

2
 

2

3
  0 1 0 –1 

συν 
2

3
 

2

2
 

2

1
  1 0 –1 0 

εφ 
3

3
 1 3   0 – 0 – 

σφ 3  1 
3

3
  – 0 – 0 

 

30ο = 
6

π
 45ο = 

4

π
 60ο = 

3

π
 90ο = 

2

π
 180ο = π 270ο = 

2

3π
 

 

 



3.2 ΒΑΣΙΚΕΣ ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 

1. Να διατυπώσετε και να αποδείξετε τις βασικές τριγωνομετρικές ταυτότητες. 

1. 𝜼𝝁𝟐𝝎 + 𝝈𝝊𝝂𝟐𝝎 = 𝟏 

Απόδειξη 

Αν M (x, y) είναι το σημείο στο οποίο η τελική πλευρά της 

γωνίας ω τέμνει τον τριγωνομετρικό κύκλο, τότε θα είναι :  

𝑥 =  𝜎𝜐𝜈𝜔 και 𝑦 =  𝜂𝜇𝜔 

Επειδή όμως , (𝑂𝑀) = 1 και (𝑂𝑀)2 = |𝑥|2 + |𝑦|2 = 𝑥2 + 𝑦2 

θα ισχύει : 

𝑥2 + 𝑦2 = 1 

οπότε θα έχουμε :  

𝜂𝜇2𝜔 + 𝜎𝜐𝜈2𝜔 = 1 

2. 𝜺𝝋𝝎 =
𝜼𝝁𝝎

𝝈𝝊𝝂𝝎
  και  𝝈𝝋𝝎 =

𝝈𝝊𝝂𝝎

𝜼𝝁𝝎
 

Απόδειξη 

Στο ίδιο σχήμα έχουμε : 

𝜀𝜑𝜔 =
𝑦

𝑥
=

𝜂𝜇𝜔

𝜎𝜐𝜈𝜔
  (εφόσον 𝑥 =  𝜎𝜐𝜈𝜔 ≠  0 ) 

𝜎𝜑𝜔 =
𝑥

𝑦
=

𝜎𝜐𝜈𝜔

𝜂𝜇𝜔
  (εφόσον 𝑦 =  𝜂𝜇𝜔 ≠  0 ) 

3. 𝜺𝝋𝝎 ∙ 𝝈𝝋𝝎 =  𝟏 

Απόδειξη 

𝜀𝜑𝜔 ⋅ 𝜎𝜑𝜔 =  
𝜂𝜇𝜔

𝜎𝜐𝜈𝜔
 ⋅

𝜎𝜐𝜈𝜔

𝜂𝜇𝜔
   = 1  (εφόσον 𝜎𝜐𝜈𝜔 ≠  0 και 𝜂𝜇𝜔 ≠  0) 

4. 𝝈𝝊𝝂𝟐𝝎 =
𝟏

𝟏+𝜺𝝋𝟐𝝎
 

 Απόδειξη 

Διαιρούμε και τα δύο μέλη της ταυτότητας 𝜂𝜇2𝜔 + 𝜎𝜐𝜈2𝜔 = 1 με 𝜎𝜐𝜈2𝜔 ≠ 0 

𝜂𝜇2𝜔

𝜎𝜐𝜈2𝜔
+

𝜎𝜐𝜈2𝜔

𝜎𝜐𝜈2𝜔
=

1

𝜎𝜐𝜈2𝜔
 

𝜀𝜑2𝜔 + 1 =
1

𝜎𝜐𝜈2𝜔
⇔ 𝜎𝜐𝜈2𝜔 =

1

1 + 𝜀𝜑2𝜔
 

 



5. 𝜼𝝁𝟐𝝎 =
𝜺𝝋𝟐𝝎

𝟏+𝜺𝝋𝟐𝝎
 

Απόδειξη 

Αν στην ταυτότητα 𝜂𝜇2𝜔 + 𝜎𝜐𝜈2𝜔 = 1 θέσουμε 𝜎𝜐𝜈2𝜔 =
1

1+𝜀𝜑2𝜔
, έχουμε: 

𝜂𝜇2𝜔 +
1

1 + 𝜀𝜑2𝜔
= 1 ⇔ 𝜂𝜇2𝜔 = 1 −

1

1 + 𝜀𝜑2𝜔
⇔ 𝜂𝜇2𝜔 =

1 + 𝜀𝜑2𝜔 − 1

1 + 𝜀𝜑2𝜔
⇔ 

𝜂𝜇2𝜔 =
𝜀𝜑2𝜔

1 + 𝜀𝜑2𝜔
 

 

6. 𝜼𝝁𝟐𝝎 =
𝟏

𝟏+𝝈𝝋𝟐𝝎
 

Απόδειξη 

Διαιρούμε και τα δύο μέλη της ταυτότητας 𝜂𝜇2𝜔 + 𝜎𝜐𝜈2𝜔 = 1 με ημ2𝜔 ≠ 0 

𝜂𝜇2𝜔

ημ2𝜔
+

𝜎𝜐𝜈2𝜔

ημ2𝜔
=

1

ημ2𝜔
 

1 + 𝜎𝜑2𝜔 =
1

ημ2𝜔
⇔ ημ2𝜔 =

1

1 + σ𝜑2𝜔
 

7. 𝝈𝝊𝝂𝟐𝝎 =
𝝈𝝋𝟐𝝎

𝟏+𝝈𝝋𝟐𝝎
 

Απόδειξη 

Αν στην ταυτότητα 𝜂𝜇2𝜔 + 𝜎𝜐𝜈2𝜔 = 1 θέσουμε ημ2𝜔 =
1

1+σ𝜑2𝜔
 , έχουμε: 

1

1 + σ𝜑2𝜔
+ 𝜎𝜐𝜈2𝜔 = 1 ⇔ 𝜎𝜐𝜈2𝜔 = 1 −

1

1 + σ𝜑2𝜔
⇔ 𝜎𝜐𝜈2𝜔 =

1 + 𝜎𝜑2𝜔 − 1

1 + 𝜎𝜑2𝜔
⇔ 

𝜎𝜐𝜈2𝜔 =
𝜎𝜑2𝜔

1 + 𝜎𝜑2𝜔
 

 

 

 

 

 

 

 



3.3 ΑΝΑΓΩΓΗ ΣΤΟ 1o ΤΕΤΑΡΤΗΜΟΡΙΟ 

 

1. Τι γνωρίζετε για τους τριγωνομετρικούς αριθμούς αντίθετων 

γωνιών; 

Οι αντίθετες γωνίες έχουν το ίδιο συνημίτονο και 

αντίθετους τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθμούς. 

𝜎𝜐𝜈(−𝜔) = 𝜎𝜐𝜈𝜔         𝜂µ(−𝜔) = −𝜂µ𝜔 

𝜀𝜙(−𝜔) = −𝜀𝜙𝜔         𝜎𝜙(−𝜔) = −𝜎𝜙𝜔 

 

 

 

 

2. Τι γνωρίζετε για τους τριγωνομετρικούς αριθμούς γωνιών με άθροισμα 180ο ;  

Οι γωνίες με άθροισμα 180ο έχουν το ίδιο ημίτονο και 

αντίθετους τους άλλους τριγωνομετρικούς αριθμούς. 

𝜂𝜇(180𝑜 − 𝜔) = 𝜂𝜇𝜔             𝜎𝜐𝜈(180𝑜 − 𝜔) = −𝜎𝜐𝜈𝜔 

𝜀𝜑(180𝑜 − 𝜔) = −𝜀𝜙𝜔         𝜎𝜙(180𝑜 − 𝜔) = −𝜎𝜙𝜔 

 

 

 

3. Τι γνωρίζετε για τους τριγωνομετρικούς αριθμούς γωνιών 

με διαφορά 180ο ; 

Οι γωνίες που διαφέρουν κατά 180ο έχουν αντίθετο 

ημίτονο και συνημίτονο, ενώ έχουν την ίδια εφαπτομένη 

και συνεφαπτομένη. 

𝜂𝜇(180𝑜 + 𝜔) = −𝜂𝜇𝜔            𝜎𝜐𝜈(180𝑜 + 𝜔)
= −𝜎𝜐𝜈𝜔 

𝜀𝜑(180𝑜 + 𝜔) = 𝜀𝜙𝜔               𝜎𝜙(180𝑜 + 𝜔) = 𝜎𝜙𝜔 

 

 

 



 

4. Τι γνωρίζετε για τους τριγωνομετρικούς αριθμούς γωνιών με άθροισμα 90ο; 

Αν δύο γωνίες έχουν άθροισμα 90 , τότε το ημίτονο της μιας 

ισούται με το συνημίτονο της άλλης και η εφαπτομένη της 

μιας ισούται με τη συνεφαπτομένη της άλλης. 

𝜂𝜇(90𝑜 −  𝜔) = 𝜎𝜐𝜈𝜔            𝜎𝜐𝜈(90𝑜 −  𝜔) = 𝜂𝜇𝜔 

𝜀𝜑(90𝑜 −  𝜔) = 𝜎𝜑𝜔               𝜎𝜙(90𝑜 −  𝜔) = 𝜀𝜙𝜔 

 

 

 

 

3.4 Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις 

1. Τι ονομάζουμε περιοδική συνάρτηση; 

Μία συνάρτηση 𝑓 με πεδίο ορισμού το 𝛢 λέγεται περιοδική, όταν υπάρχει πραγματικός αριθμός  

𝛵 >  0 τέτοιος, ώστε για κάθε 𝑥 ∈  𝐴 να ισχύει: 

i) 𝑥 +  𝑇 ∈  𝐴, 𝑥 −  𝑇 ∈  𝐴 

και 

ii) 𝑓(𝑥 + 𝑇) = 𝑓(𝑥 − 𝑇) = 𝑓(𝑥) 

Ο πραγματικός αριθμός 𝛵 λέγεται περίοδος της συνάρτησης 𝑓. 

2. Τι γνωρίζετε για την τριγωνομετρική συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝜂𝜇𝑥; 

 

 

 

• Πεδίο ορισµού: R  

• κΣύνολο τιµών: [-1, 1]  

• Περίοδος: Τ=2π 

( µελέτη στο διάστηµα [0, 2π] ):  

• Μονοτονία:  

o γνησίως αύξουσα στα [0, π/2] και [3π/2, 2π]  



o γνησίως φθίνουσα στο [π/2, 3π/2]  

• Ακρότατα:  

o µέγιστο για χ=π/2, το ηµ(π/2)=1  

o ελάχιστο για χ=3π/2, το ηµ(3π/2)= -1 

• Συμμετρία 

o Περιττή με κέντρο συμμετρία την αρχή των αξόνων 

3. Τι γνωρίζετε για την τριγωνομετρική συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝜎𝜐𝜈𝑥; 

 

 

• Πεδίο ορισµού: R  

• Σύνολο τιµών: [-1, 1]  

• Περίοδος: Τ=2π 

( µελέτη στο διάστηµα [0, 2π] ): 

• Μονοτονία:  

o γνησίως φθίνουσα στο [0, π] και  

o γνησίως αύξουσα στο [π, 2π].  

• Ακρότατα:  

o µέγιστο για χ=0 και χ=2π το συν0=συν2π=1  

o ελάχιστο για χ=π, το συνπ= -1 

• Συμμετρία 

o άρτια με άξονα συμμετρίας των y’y 

 

4. Τι γνωρίζετε για την τριγωνομετρική συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝜀𝜑𝑥;     

 

 

 

 

 

 

 

 



• Πεδίο ορισµού: 𝑅 − 𝜅𝜋 +
π

2
 

• Σύνολο τιµών:  R 

• Περίοδος: Τ=π 

( µελέτη στο διάστηµα (−
𝜋

2
,

𝜋

2
) ):   

• Μονοτονία:  

o γνησίως αύξουσα στο (−
𝜋

2
,

𝜋

2
)  και  

• Ακρότατα:   

o Δεν έχει ακρότατα 

• Συμμετρία 

o Περιττή με κέντρο συμμετρία την αρχή των αξόνων 

• Ασύμπτωτες: 

o 𝑥 = −
𝜋

2
, 𝑥 =

𝜋

2
  κατακόρυφες ασύμπτωτες της 𝜀𝜑𝑥 

5. Τι γνωρίζετε για την τριγωνομετρική συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝜎𝜑𝑥;     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Πεδίο ορισµού: 𝑅 − 𝜅𝜋 

• Σύνολο τιµών:  R 

• Περίοδος: Τ=π 

( µελέτη στο διάστηµα (0, 𝜋) ):  

• Μονοτονία:  

o γνησίως φθίνουσα στο (0, π) και  

• Ακρότατα:   

o Δεν έχει ακρότατα 

• Συμμετρία 

o Περιττή με κέντρο συμμετρίας το (
𝜋

2
, 0) 

• Ασύμπτωτες: 



o 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝜋  κατακόρυφες ασύμπτωτες της 𝜎𝜑𝑥 

 

 

3.5 Βασικές τριγωνομετρικές εξισώσεις 

1. Τι γνωρίζετε για την εξίσωση 𝜂𝜇𝑥 = 𝛼 με 𝜂𝜇𝜃 = 𝛼 

Αν θ είναι μία λύση της εξίσωσης 𝜂𝜇𝑥 =  𝛼, αν δηλαδή ισχύει 𝜂𝜇𝜃 =  𝛼, τότε 

οι λύσεις της εξίσωσης δίνονται από τους τύπους: 

𝜼𝝁𝒙 =  𝜼𝝁𝜽 ⇔ {
𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 + 𝜽

𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 + (𝝅 − 𝜽)
 , κ  

2. Τι γνωρίζετε για την εξίσωση 𝜎𝜐𝜈𝑥 = 𝛼 με 𝜎𝜐𝜈𝜃 = 𝛼 

Αν θ είναι μία λύση της εξίσωση συνx = α, αν δηλαδή ισχύει συνθ = α, τότε οι λύσεις 

της εξίσωσης αυτής δίνονται από τους τύπους 

𝝈𝝊𝝂𝒙 =  𝝈𝝊𝝂𝜽 ⇔ {
𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 + 𝜽
𝒙 = 𝟐𝜿𝝅 −  𝜽

 , κ  

3. Τι γνωρίζετε για την εξίσωση 𝜀𝜑𝑥 = 𝛼 με 𝜀𝜑𝜃 = 𝛼 

Αν θ είναι μια λύση της εξίσωσης εφx = α, αν δηλαδή ισχύει εφx = εφθ, τότε οι λύσεις της 

εξίσωσης αυτής είναι:  

εφx = εφθ   x = κπ + θ , κ με 𝒙 ≠ 𝜿𝝅 +
𝝅

𝟐
 

 

4. Τι γνωρίζετε για την εξίσωση 𝜎𝜑𝑥 = 𝛼 με 𝜎𝜑𝜃 = 𝛼 

Αν θ είναι μια λύση της εξίσωσης σφx = α, αν δηλαδή ισχύει σφx = σφθ, τότε οι 

λύσεις της 

       σφx = σφθ   x = κπ + θ , κ με  x κπ 

 

 

 

 

4.1 ΠΟΛΥΩΝΥΜΑ 

1. Τι ονομάζουμε μονώνυμο; 

Καλούμε μονώνυμο του x κάθε παράσταση της μορφής 𝛼𝑥𝜈, όπου α είναι ένας πραγματικός αριθμός και ν 

ένας θετικός ακέραιος. 

Μονώνυμο του x καλούμε επίσης και κάθε πραγματικό αριθμό. 

 

2. Τι ονομάζουμε πολυώνυμο 

Καλούμε πολυώνυμο του x κάθε παράσταση της μορφής: 



𝛼𝜈𝑥𝜈 + 𝛼𝜈−1𝑥𝜈−1 + ⋯ + 𝛼1𝑥 + 𝛼0, 

όπου ν είναι ένας φυσικός αριθμός και α0, α1, …, αν είναι πραγματικοί αριθμοί. 

Τα μονώνυμα 𝛼𝜈𝑥𝜈, 𝛼𝜈−1𝑥𝜈−1, …, 𝛼1𝑥, 𝛼0 λέγονται όροι του πολυωνύμου και οι αριθμοί 

𝛼𝜈, 𝛼𝜈−1, … , 𝛼1, 𝛼0 συντελεστές αυτού. Ειδικότερα ο 𝛼0 λέγεται σταθερός όρος του πολυωνύμου. 

• Τα πολυώνυμα της μορφής 𝛼0, δηλαδή οι πραγματικοί αριθμοί, λέγονται σταθερά πολυώνυμα. Ειδικά 

το σταθερό πολυώνυμο 0 λέγεται μηδενικό πολυώνυμο. 

•  

3. Πότε δύο πολυώνυμα είναι ίσα; 

Δυο πολυώνυμα 

𝜶𝝁𝒙𝝁 + ⋯ + 𝜶𝟏𝒙 + 𝜶𝟎       και      𝜷𝝂𝒙𝝂 + ⋯ + 𝜷𝟏𝒙 + 𝜷𝟎,       με μ ≥ ν 

θα λέμε ότι είναι ίσα όταν: 

𝜶𝟎 = 𝜷𝟎,  𝜶𝟏 = 𝜷𝟏, … , 𝜶𝝂 = 𝜷𝝂       και       𝜶𝝂+𝟏 = 𝜶𝝂+𝟐 = ⋯ = 𝜶𝝁 = 𝟎 

 

• Με απλά λόγια δύο πολυώνυμα είναι ίσα αν οι συντελεστές των αντίστοιχων δυνάμεων είναι ίσοι. 

 

4. Ποιο πολυώνυμο ονομάζεται μηδενικό; 

Αν όλοι οι συντελεστές του είναι ίσοι με μηδέν, τότε το Ρ(x) είναι ίσο με το πολυώνυμο 0 (μηδενικό 

πολυώνυμο). 

 

5. Τι ονομάζουμε βαθμό ενός πολυωνύμου; 

Αν  ένας από τους συντελεστές του είναι διαφορετικός από το μηδέν, τότε το Ρ(x) παίρνει τη μορφή: 

𝛼𝑘𝑥𝑘 + 𝛼𝑘−1𝑥𝑘−1 + ⋯ + 𝛼1𝑥 + 𝛼0, με 𝛼𝑘 ≠ 0 

Στην περίπτωση αυτή ο αριθμός k λέγεται βαθμός του πολυωνύμου Ρ(x). 

• Με απλά λόγια βαθμός ενός πολυωνύμου είναι ο συντελεστής του μεγιστοβάθμιου όρου του.  

• Κάθε σταθερό και μη μηδενικό πολυώνυμο έχει βαθμό 0.  

•  Για το μηδενικό πολυώνυμο δεν ορίζεται βαθμός. 

 

 

6. Τι ονομάζουμε αριθμητική τιμή ενός πολυωνύμου; 

Έστω ένα πολυώνυμο 𝑃(𝑥) = 𝛼𝜈𝑥𝜈 + 𝛼𝜈−1𝑥𝜈−1 + ⋯ + 𝛼1𝑥 + 𝛼0. Αν αντικαταστήσουμε το x με ένα 

ορισμένο πραγματικό αριθμό ρ, τότε ο πραγματικός αριθμός 𝑃(𝜌) = 𝛼𝜈𝜌𝜈 + 𝛼𝜈−1𝜌𝜈−1 + ⋯ + 𝛼1𝜌 +
𝛼0που προκύπτει λέγεται αριθμητική τιμή ή απλά τιμή του πολυωνύμου για x = ρ   

• Το σταθερό πολυώνυμο c έχει τιμή c για όλες τις τιμές του x και    

• Τα ίσα πολυώνυμα έχουν ίσες τιμές για όλες τις τιμές του x(∗) 

Αποδεικνύεται ότι ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή ότι: 

• Αν ένα πολυώνυμο έχει τιμή c για όλες τις τιμές του x, τότε αυτό είναι το σταθερό πολυώνυμο c 

• Αν δυο πολυώνυμα έχουν ίσες τιμές για όλες τις τιμές του x, τότε τα πολυώνυμα αυτά είναι ίσα. 

• 𝑃(0) = 𝛼0 

• 𝑃(1) = 𝛼𝜈 + 𝛼𝜈−1 + ⋯ . +𝛼1 + 𝛼0 

 

7. Τι ονομάζουμε ρίζα ενός πολυωνύμου; 

Αν είναι Ρ(ρ) = 0, τότε ο ρ λέγεται ρίζα του πολυωνύμου. 

 

 

8. Τι γνωρίζεται για τον βαθμό του αθροίσματος και του γινομένου δύο πολυωνύμων; 

• Αν το άθροισμα δυο μη μηδενικών πολυωνύμων είναι μη μηδενικό πολυώνυμο, τότε ο βαθμός του 

είναι ίσος ή μικρότερος από το μέγιστο των βαθμών των δυο πολυωνύμων. 

• Ο βαθμός του γινομένου δυο μη μηδενικών πολυωνύμων είναι ίσος με το άθροισμα των βαθμών των 

πολυωνύμων αυτών. 

 

 

 



4.2 Διαίρεση πολυωνύμων 

 

1. Να διατυπώσετε το θεώρημα διαίρεσης πολυωνύμων 

 ΘΕΩΡΗΜΑ 

(Ταυτότητα της διαίρεσης) Για κάθε ζεύγος πολυωνύμων Δ(x) και δ(x) με δ(x) ≠ 0 

υπάρχουν δυο μοναδικά πολυώνυμα π(x) και υ(x), τέτοια ώστε:  

 

Δ(x) = δ(x)π(x) + υ(x), 

 

όπου το υ(x) ή είναι το μηδενικό πολυώνυμο ή έχει βαθμό μικρότερο από το βαθμό 

του δ(x). 

Όπως και στη διαίρεση μεταξύ φυσικών αριθμών το Δ(x) λέγεται διαιρετέος, το (x) διαιρέτης, το 

π(x) πηλίκο και το υ(x) υπόλοιπο της διαίρεσης. 

 

 

2. Πότε μία διαίρεση πολυωνύμων είναι τέλεια; Τι ονομάζεται παράγοντας του Δ(x); 

Αν σε μια διαίρεση είναι υ(x) = 0, τότε η διαίρεση λέγεται τέλεια και η ταυτότητα της διαίρεσης γράφεται 

Δ(x) = δ(x)·π(x) 

Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το δ(x) διαιρεί το Δ(x) ή ότι το δ(x) είναι παράγοντας του   Δ(x) ή ότι το 

Δ(x) διαιρείται με το δ(x) ή ακόμη ότι το δ(x) είναι διαιρέτης του Δ(x) 

 

3. Έστω η διαίρεση του P(x) με το πολυώνυμου πρώτου βαθμού x-ρ. Να αποδείξετε ότι το υπόλοιπο της 

διαίρεσης ισούται με την αριθμητική τιμή του P(x) για x=ρ. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου Ρ(x) με το x - ρ είναι ίσο με την τιμή του πολυωνύμου για x = 

ρ. Είναι δηλαδή 

υ = P(ρ) 

Απόδειξη 

Η ταυτότητα της διαίρεσης του πολυωνύμου Ρ(x) με το πολυώνυμο x - ρ γράφεται. 

P(x) = (x - ρ)π(x) + υ(x) 

Επειδή ο διαιρέτης x - ρ είναι πρώτου βαθμού, το υπόλοιπο της διαίρεσης θα είναι ένα σταθερό πολυώνυμο 

υ. Έτσι έχουμε: 

P(x) = (x - ρ)π(x) + υ 

και, αν θέσουμε x = ρ, παίρνουμε 

P(ρ) = (ρ - ρ)π(ρ) + υ = 0 + υ = υ 

Επομένως 

P(x) = (x - ρ)π(x) + P(ρ) 

 

4. Να αποδείξετε ότι ένα πολυώνυμο Ρ(x) έχει παράγοντα το x - ρ αν και μόνο αν το ρ είναι ρίζα του Ρ(x) 



ΘΕΩΡΗΜΑ 

Ένα πολυώνυμο Ρ(x) έχει παράγοντα το x - ρ αν και μόνο αν το ρ είναι ρίζα του Ρ(x), δηλαδή αν και μόνο αν 

Ρ(ρ) = 0. 

Απόδειξη 

Ευθύ 

Έστω ότι το x - ρ είναι παράγοντας του Ρ(x). Τότε 

P(x) = (x - ρ)π(x) 

Από την ισότητα αυτή για x = ρ παίρνουμε 

P(ρ) = (ρ - ρ)π(ρ) = 0, 

που σημαίνει ότι το ρ είναι ρίζα του Ρ(x). 

Αντίστροφο 

Έστω ότι το ρ είναι ρίζα του Ρ(x), δηλαδή ισχύει Ρ(ρ) = 0. Τότε από τη σχέση 

P(x) = (x - ρ)π(x) + P(ρ) 

παίρνουμε 

P(x) = (x - ρ)π(x), 

που σημαίνει ότι το x - ρ είναι παράγοντας του Ρ(x). 

 

5. Ποιες είναι οι ισοδύναμε προτάσεις που προκύπτουν από τα παραπάνω θεωρήματα; 

ΙΣΟ∆ΥΝΑΜΕΣ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

 1. Ρ(ρ)=0 

 2. το ρ είναι ρίζα του Ρ(χ)  

3. το χ-ρ είναι παράγοντας του Ρ(χ) 

 4. το χ-ρ διαιρεί το Ρ(χ)  

5. το Ρ(χ) διαιρείται µε το χ-ρ 

 6. η διαίρεση Ρ(χ):(χ-ρ) είναι τέλεια  

7. το υπόλοιπο της διαίρεσης Ρ(χ):(χ-ρ) είναι 0 

 

4.3 ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΚΑΙ ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ 

1. Τι ονομάζουμε πολυωνυμική εξίσωση ν βαθμού; 

Πολυωνυμική εξίσωση βαθμού ν ονομάζουμε κάθε εξίσωση της μορφής 

𝛼𝜈𝑥𝜈 + 𝛼𝜈−1𝑥𝜈−1 + ⋯ + 𝛼1𝑥 + 𝛼0 = 0 ,     𝛼𝜈 ≠ 0 



 

2. Τι ονομάζουμε ρίζα μιας πολυωνυμικής εξίσωσης; 

Ρίζα μιας πολυωνυμικής εξίσωσης ονομάζουμε κάθε ρίζα του πολυωνύμου 𝑃(𝑥) = 𝛼𝜈𝑥𝜈 +
𝛼𝜈−1𝑥𝜈−1 + ⋯ + 𝛼1𝑥 + 𝛼0, δηλαδή κάθε αριθμό ρ, για τον οποίο ισχύει 𝛲(𝜌) = 0. 
 

3. Να διατυπώσετε και να αποδείξετε το θεώρημα ακεραίων ριζών. 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

(ακέραιων ριζών) Έστω η πολυωνυμική εξίσωση  

𝛼𝜈𝑥𝜈 + 𝛼𝜈−1𝑥𝜈−1 + ⋯ + 𝛼1𝑥 + 𝛼0 = 0,  

με ακέραιους συντελεστές. Αν ο ακέραιος ρ ≠ 0 είναι ρίζα της εξίσωσης, τότε ο ρ είναι διαιρέτης του 

σταθερού όρου 𝛼0. 

 

Απόδειξη 

Αν o ρ ≠ 0 είναι ρίζα της εξίσωσης, τότε διαδοχικά έχουμε 

 

𝛼𝑣𝜌𝜈 + 𝛼𝑣−1𝜌𝜈−1 + ⋯ + 𝛼1𝜌 + 𝛼0 = 0 ⇔ 𝛼0 = −𝛼𝑣𝜌𝜈– 𝛼𝑣−1𝜌𝜈−1 − ⋯ − 𝛼1𝜌 

⇔ 𝛼0 = 𝜌(−𝛼𝑣𝜌𝜈−1– 𝛼𝑣−1𝜌𝜈−2 − ⋯ − 𝛼1) 

Επειδή οι 𝜌, 𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝜈 είναι ακέραιοι έπεται ότι και o  

−𝛼𝑣𝜌𝜈−1– 𝛼𝑣−1𝜌𝜈−2 − ⋯ − 𝛼1    

είναι ακέραιος. Από την τελευταία ισότητα συμπεραίνουμε, ότι ο 𝜌 είναι διαιρέτης του 𝛼0. 

4. Να διατυπώσετε το θεώρημα προσέγγισης ρίζας 

ΘΕΩΡΗΜΑ 

Έστω η συνάρτηση 

𝑓(𝑥) = 𝛼𝜈𝑥𝜈 + 𝛼𝜈−1𝑥𝜈−1 + ⋯ + 𝛼1𝑥 + 𝛼0 

Αν για δυο πραγματικούς αριθμούς α, β με α < β οι τιμές f(α), f(β) της συνάρτησης είναι ετερόσημες, τότε 

υπάρχει μια τουλάχιστον ρίζα της εξίσωσης f(x) = 0 μεταξύ των α, β. 

Το παραπάνω θεώρημα ερμηνεύεται γεωμετρικά ως εξής: 

Αν η γραφική παράσταση της f περνάει από δυο σημεία Α (α, f(α)) και Β(β,f(β)) που βρίσκονται εκατέρωθεν 

του άξονα x′x, τότε αυτή τέμνει τον άξονα σε ένα τουλάχιστον σημείο με τετμημένη μεταξύ των α και β. 

 

 



5.1 Εκθετική συνάρτηση 

1. Να διατυπώσετε τον ορισμό της εκθετικής συνάρτησης 

Έστω α ένας θετικός αριθμός. Όπως είδαμε προηγουμένως για κάθε x ∈ ℝ ορίζεται η δύναμη 𝛼𝑥. 

Επομένως αντιστοιχίζοντας κάθε x ∈ ℝ στη δύναμη 𝛼𝑥, ορίζουμε τη συνάρτηση: 

f : ℝ → ℝ     με     𝑓(𝑥) = 𝛼𝑥 , 

η οποία, στην περίπτωση που είναι α ≠ 1, λέγεται εκθετική συνάρτηση με βάση α. 

• Αν είναι α = 1, τότε έχουμε τη σταθερή συνάρτηση f(x) = 1. 

2. Τι γνωρίζεται για την συνάρτηση 𝑦 = 𝛼𝑥 με 𝛼 > 1 

• Έχει πεδίο ορισμού το ℝ. 

• Έχει σύνολο τιμών το διάστημα (0, +∞) των θετικών 

πραγματικών αριθμών. 

• Είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ. Δηλαδή για κάθε x1, x2 ∈ ℝ 

ισχύει: 

• αν    𝒙𝟏 < 𝒙𝟐 ,     τότε     𝒂𝒙𝟏 < 𝒂𝒙𝟐 

• Η γραφική της παράσταση τέμνει τον άξονα y′y στο σημείο 

Α(0,1) και έχει ασύμπτωτο τον αρνητικό ημιάξονα των x. 

3. Τι γνωρίζεται για την συνάρτηση 𝑦 = 𝛼𝑥 με 0 < 𝛼 < 1 

• Έχει πεδίο ορισμού το ℝ. 

• Έχει σύνολο τιμών το διάστημα (0, +∞) των θετικών 

πραγματικών αριθμών. 

• Είναι γνησίως φθίνουσα στο ℝ. Δηλαδή για κάθε x1, x2 ∈ ℝ 

ισχύει: 

αν    𝒙𝟏 < 𝒙𝟐 ,     τότε     𝒂𝒙𝟏 > 𝒂𝒙𝟐 

• Η γραφική της παράσταση τέμνει τον άξονα y′y στο σημείο 

Α(0,1) και έχει ασύμπτωτο τον θετικό ημιάξονα των x.  

4. Να διατυπώσετε τον νόμο της εκθετικής μεταβολής 

Μία ακόμη εκθετική συνάρτηση με βάση το e είναι η 

𝑄(𝑡) = 𝑄0𝑒𝑐𝑡 

Αυτή εκφράζει ένα φυσικό μέγεθος, που μεταβάλλεται με το χρόνο t. To 𝑄0 είναι η αρχική τιμή του Q 

(για t = 0) και είναι 𝑄0 > 0, ενώ το c είναι μια σταθερά που εξαρτάται κάθε φορά από τη συγκεκριμένη 

εφαρμογή. Η συνάρτηση αυτή είναι γνωστή ως νόμος της εκθετικής μεταβολής. Αν c > 0 η συνάρτηση 

Q είναι γνησίως αύξουσα και εκφράζει το νόμο της εκθετικής αύξησης, ενώ αν c < 0 η Q είναι γνησίως 

φθίνουσα και εκφράζει το νόμο της εκθετικής απόσβεσης.  

 

 

5. Τι ονομάζεται χρόνος ημιζωής ή χρόνος υποδιπλασιασμού; 

Ο  χρόνος που χρειάζεται για να διασπασθεί ή να εξαφανισθεί η μισή ποσότητα της αρχικής ποσότητας 

𝑄0 μιας ουσίας λέγεται ημιζωή ή χρόνος υποδιπλασιασμού της ραδιενεργού ουσίας. 

5.2 Λογάριθμοι 



1. Τι ονομάζεται λογάριθμος του θ με βάση το α; 

Λογάριθµος του 𝜃 µε βάση το 𝛼 όπου 𝜃 > 0 και 𝛼 > 0 µε 𝛼 ≠ 1, ονοµάζεται η µοναδική λύση της 

εξίσωσης 𝛼𝑥 = 𝜃 και συµβολίζεται µε 𝑙𝑜𝑔𝛼𝜃 δηλ. ισχύει η ισοδυναµία: 𝛼𝑥 = 𝜃 ⇔ 𝑥 = 𝑙𝑜𝑔𝛼𝜃 

• Ο 𝑙𝑜𝑔𝛼𝜃 είναι ο εκθέτης στον οποίο πρέπει να υψώσουμε τον 𝛼 για να βρούμε το 𝜃. 

2. Ποιος λογάριθμος ονομάζονται κοινός και ποιοι νεπέρειος 

• Οι λογάριθμοι που έχουν ως βάση το 10 λέγονται δεκαδικοί ή κοινοί λογάριθμοι. Ο δεκαδικός 

λογάριθμος ενός θετικού αριθμού θ, συμβολίζεται απλά με 𝑙𝑜𝑔𝜃 και όχι με 𝑙𝑜𝑔10𝜃. 

𝑙𝑜𝑔𝜃 = 𝑥 ⇔ 10𝑥 = 𝜃 

• Οι λογάριθμοι αυτοί λέγονται φυσικοί ή νεπέριοι λογάριθμοι. Ο φυσικός λογάριθμος ενός θετικού 

αριθμού θ, συμβολίζεται με lnθ, και όχι με 𝑙𝑜𝑔𝑒𝜃. 

𝑙𝑛𝜃 = 𝑥 ⇔ 𝑒𝑥 = 𝜃 

 

3. Ποιες ιδιότητες προκύπτουν από τον ορισμό του λογαριθμού; 

𝑙𝑜𝑔𝛼𝛼 = 1   𝑙𝑜𝑔𝛼𝛼𝑥 = 𝑥 𝑎𝑙𝑜𝑔𝑎𝜃 = 𝜃 𝑙𝑜𝑔𝑎1 = 0  

𝑙𝑜𝑔10 = 1   𝑙𝑜𝑔10𝑥 = 𝑥 10𝑙𝑜𝑔𝜃 = 𝜃 𝑙𝑜𝑔1 = 0  

𝑙𝑛𝑒 = 1   𝑙𝑛𝑒𝑥 = 𝑥 𝑒𝑙𝑛𝜃 = 𝜃 𝑙𝑛1 = 0  

 

4. Να διατυπώσετε και να αποδείξετε τις ιδιότητες των λογαρίθμων. 

Αν 𝛼 >  0 με 𝛼 ≠  1, τότε για οποιουσδήποτε𝜃1, 𝜃2, 𝜃 > 0 και 𝑘 ∈  𝑅 ισχύουν: 

1. 𝒍𝒐𝒈𝜶(𝜽𝟏𝜽𝟐) = 𝒍𝒐𝒈𝜶𝜽𝟏 + 𝒍𝒐𝒈𝜶𝜽𝟐 

Απόδειξη  

Έστω ότι είναι  𝑙𝑜𝑔𝑎𝜃1 = 𝑥1 και  𝑙𝑜𝑔𝑎𝜃2 = 𝑥2  (1) τότε έχουμε 𝛼𝑥1 = 𝜃1 και  𝛼𝑥2 = 𝜃2 

οπότε: 𝛼𝑥1 ⋅ 𝑎𝑥2 = 𝜃1 ⋅ 𝜃2 ⇔ 𝛼𝑥1+𝑥2 = 𝜃1 ⋅ 𝜃2 

Από τον ορισμό όμως του λογάριθμου, η τελευταία ισότητα είναι ισοδύναμη με 

𝑙𝑜𝑔𝛼(𝜃1𝜃2) = 𝑥1 + 𝑥2 

από την οποία, λόγω των (1), έχουμε τελικά: 

𝑙𝑜𝑔𝛼(𝜃1𝜃2) = 𝑙𝑜𝑔𝑎𝜃1 + 𝑙𝑜𝑔𝑎𝜃2 

2. 𝒍𝒐𝒈𝜶 (
𝜽𝟏

𝜽𝟐
) = 𝒍𝒐𝒈𝜶𝜽𝟏 −  𝒍𝒐𝒈𝜶𝜽𝟐 

Απόδειξη 

Έστω ότι είναι  𝑙𝑜𝑔𝑎𝜃1 = 𝑥1 και  𝑙𝑜𝑔𝑎𝜃2 = 𝑥2  (2) τότε έχουμε 𝛼𝑥1 = 𝜃1 και  𝛼𝑥2 = 𝜃2 

οπότε: 𝛼𝑥1: 𝑎𝑥2 = 𝜃1: 𝜃2 ⇔ 𝛼𝑥1−𝑥2 = 𝜃1: 𝜃2 

Από τον ορισμό όμως του λογάριθμου, η τελευταία ισότητα είναι ισοδύναμη με 



𝑙𝑜𝑔𝛼 (
𝜃1

𝜃2
) = 𝑥1 − 𝑥2 

από την οποία, λόγω των (2), έχουμε τελικά: 

𝑙𝑜𝑔𝛼 (
𝜃1

𝜃2
) = 𝑙𝑜𝑔𝛼𝜃1 −  𝑙𝑜𝑔𝛼𝜃2 

 

3. 𝑙𝑜𝑔𝛼𝜃𝑘 = 𝑘𝑙𝑜𝑔𝛼𝜃 

Απόδειξη  

Έστω ότι είναι: 𝑙𝑜𝑔𝛼𝜃 = 𝑥(3). Τότε έχουμε 𝛼𝑥 = 𝜃 ⇔ 𝛼𝑘𝑥 = 𝜃𝑘 

Από τον ορισμό όμως του λογάριθμου, η τελευταία ισότητα είναι ισοδύναμη με την 𝑙𝑜𝑔𝛼𝜃𝑘 = 𝑘𝑥 

από την οποία, λόγω της (3), προκύπτει ότι: 

𝑙𝑜𝑔𝛼𝜃𝑘 = 𝑘𝑙𝑜𝑔𝛼𝜃 

 

4. Για κάθε θ>0 το 𝑙𝑜𝑔𝛼 √𝜃
𝜈

=
1

𝜈
𝑙𝑜𝑔𝑎𝜃 

Απόδειξη 

𝑙𝑜𝑔𝛼 √𝜃
𝜈

= 𝑙𝑜𝑔𝑎𝜃
1

𝜈 =
1

𝜈
𝑙𝑜𝑔𝑎𝜃  

5. Για κάθε θ>0 το 𝑙𝑜𝑔𝑎
1

𝜃
= −𝑙𝑜𝑔𝑎𝜃 

Απόδειξη 

𝑙𝑜𝑔𝑎

1

𝜃
= 𝑙𝑜𝑔𝑎𝜃−1 = −𝑙𝑜𝑔𝑎𝜃 

 

5.3 Λογαριθμική συνάρτηση 

1. Πως ορίζεται η λογαριθμική συνάρτηση; 

Έστω α ένας θετικός αριθμός διαφορετικός της μονάδας.  για κάθε x > 0 ορίζεται ο 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥. Επομένως, 

αντιστοιχίζοντας κάθε x ∈ (0, +∞) στο 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥, ορίζουμε τη συνάρτηση 

f : (0, +∞) → R     με     f(x) = 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥 

Η συνάρτηση αυτή λέγεται λογαριθμική συνάρτηση με βάση α. 

 

2. Τι σχέση έχουν οι γραφικές παραστάσεις των 𝑦 = 𝑎𝑥 και 𝑦 = 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥; 

Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 𝑦 = 𝑙𝑜𝑔𝛼𝑥 και 𝑦 = 𝛼𝑥 είναι συμμετρικές ως προς την 

ευθεία που διχοτομεί τις γωνίες  𝑥�̂�𝑦 και 𝑥’�̂�𝑦’ . 
 



 
 

3. Τι γνωρίζεται για την γραφική παράσταση της 𝑦 = 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥 με α>1; 

Αν 𝛼 >  1, τότε η λογαριθμική συνάρτηση 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔𝛼𝑥: 

 

• Έχει πεδίο ορισμού το διάστημα (0, +∞) 

• Έχει σύνολο τιμών το σύνολο R των πραγματικών αριθμών. 

• Είναι γνησίως αύξουσα, που σημαίνει ότι 

αν     𝒙𝟏 < 𝒙𝟐,     τότε     𝒍𝒐𝒈𝜶𝒙𝟏 < 𝒍𝒐𝒈𝜶𝒙𝟐 

απ' όπου προκύπτει ότι:  

(𝒍𝒐𝒈𝜶𝒙 < 𝟎, 𝜶𝝂 𝟎 < 𝒙 < 𝟏) και (𝒍𝒐𝒈𝜶𝒙 > 𝟎, 𝜶𝝂 𝒙 > 𝟏) 

• Έχει γραφική παράσταση που τέμνει τον άξονα x′x στο σημείο Α(1,0) και έχει ασύμπτωτο τον 

ημιάξονα Oy′. 

4. Τι γνωρίζεται για την γραφική παράσταση της 𝑦 = 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥 με 0<α<1; 

ωΑν 0 < 𝛼 <  1, τότε η λογαριθμική συνάρτηση 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔𝛼𝑥: 

 

• Έχει πεδίο ορισμού το διάστημα (0, +∞)  

• Έχει σύνολο τιμών το σύνολο R των πραγματικών αριθμών. 

• Είναι γνησίως φθίνουσα, που σημαίνει ότι 

αν     𝒙𝟏 < 𝒙𝟐,     τότε     𝒍𝒐𝒈𝜶𝒙𝟏 > 𝒍𝒐𝒈𝜶𝒙𝟐 

απ' όπου προκύπτει ότι:  

(𝒍𝒐𝒈𝜶𝒙 > 𝟎, 𝜶𝝂 𝟎 < 𝒙 < 𝟏) και (𝒍𝒐𝒈𝜶 < 𝟎, 𝜶𝝂 𝒙 > 𝟏) 

• Έχει γραφική παράσταση που τέμνει τον άξονα x′x στο σημείο Α(1,0) και έχει ασύμπτωτο τον 

ημιάξονα Oy. 

 


